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Dans tout le problhe. on note N l'ensemble des entiers naturels et R celui des réels ; 
on appelle algèbre sur le corps des complexes C un espace-vectoriel E défini sur C muni d'une 

application bilineaire de E x E dans E appelée multiplication. Pour tout entier k % 1 ,  f(') dé- 

signe la dérivée kleme de la fonction complexe f définie sur IR et f'O) disigne la fonction f 
elle-même. Pour simplifier l'écriture, on pourra désigner par f '  et f" respectivement les déri- 
vies première et seconde de f. Cm est l'espace vectoriel des fonctions, définies sur R ,  P valeurs 
complexes. indEfiniment dérivables ; C- est une algèbre. y e s t  le sous-espace vectoriel de Cm 

constitué des fonctions f de Cm telles que : 

.. 

v (p,q)E ti N , lim x1' f(q)(x) - O. 
IXl+ 

m 
Soient U, Y, H les applications de C dans lui-même définies par : 

(Uf)(X) = x f(x) + f'(x) , 
(Vf)(X) = x f(x) - f'(x) , 
(Hf)(x) - x' f(x) - f"(x) , 

L'objet du problhe est l'étude et la détermination des valeurs propres et des fonc- 
tions propres de l'application linéaire H. 

PARTIE 1 

1.)  Montrer que le sous-espace v e c t o r i e l y d e  Cm est une sous-algèbre de CD non ré- 

duite à 10 1 .  Démontrer que les applications U. V, H sont des endomorphismes d e y e t  exprimer 
1-'application composée V U en fonction de H et de l'application identité Id. 

2' )  Démontrer la propriété : soit f une fonction de y. , pour tout couple 
(p.q) E N = h'. il existe un réel positif M dépendant de f. tel que : 

P.9' 

2 - 1  
V x E R  , Ixp f(')(x)I d M ( 1  + x 1 . 

P.9 

3') Soient f et g deux fonctions de .y. Prouver que les fonctions 

x - f(x)' . 
droite R. En déduire que l'application de . ( f x y  dans C. définie par : 

x c f(x).g(x) ont des intégrales absolument convergentes sur toute la 

(f.g) - < f. g > - lm fo g(x) dx , 

fait d e y u n  espace préhilbartien complexe. Soit Ilf]l la nonne de l'ilément f dans cet 
espace. 

Expliciter l'in€galit€ de Cauchy-Schwarz ; en diduire une relation entre les inté- 
grales : 

+- 4.0, - 
f(x) g(x) dx ; I2 - If(x)I' dx ; I3  - lg(x)1* dx. 

4 - 
4' - Démontrer les relations : V ( f ,  g) E % 9 

< Uf. g > - < f ,  Vg > ; < Vf, g > - < f, Ug > ; < Hf, g > - < f, Hg >. 

En déduire que,si les valeurs propres de l'endomorphisme H, défini dans 9, 
existent. elles sont réelles. 

PARTIE II 

Soit t un réel quelconque ; soit ut la fonction définie sur R par : 

L 

ut(x) - a(t) exp(tx - 5 ) 
a(t) est un réel positif ; u I- exyu est la fonction exponentielle de base e. 

, 

1. - Prouver que la fonction ut appartient ZL Y et diterminer le coefficient a(t) 
2 

de façon que la norme de ut dans 9 soit €gale a exp(t 14) en supposant connu : 

exp(- x 2 ) dx - . 

Exprimer (Uut)(x), 

On suppose, dans toute la suite du problème, que la norme de ut est égale a 

(Vu )(x) en fonction de t, x et ut(x). t 

2 exp(t 14) .  

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 



2' - Soit f une fonction de .y. Montrer que la fonction x c f(x).exp(tx - x2/2) 
a! pour toute valeur de t, une intégrale absolument convergente sur R. Soit Lf la fonction défi- 
nie sur R par : 

Calculer Luo ; montrer les proprietés suivantes : 

. (Lf)(t) = < Ut' f >. 

. (LVf)(t) = t.(Lf)(t) ; LV désigne la composée des applications L et V. 

. La fonction t c (Lf)(t).exp(- t 1 4 )  est une fonction bornée. 2 

3' - Soit f une fonction de y; désignons par F, G ,  Fn , II = 1 ,  2, ... les fonc- 
tions définies sur R par les relations : 

2 
+O 

2 +- 
F(t) - I, f(x) exp(tx - $ ) dx ; C(t) -f- x f(x) exp(tx - 5 ) dx ; 

Prouver que la fonction F est continhent dérivable. Montrer que, sur tout in- 
converge uniformément vers la fonction G tervalle [ -  A,  A ]  (A > O). la suite des fonctions FA 

et de même la suite des fonctions Fn vers F. En deduire quelle est la dérivee de la fonction F. 

4' - En déduire : 

v f EY, (Lf)' -; LUI. 

Démontrer que L est une application lineaire de y d a n s  Co. 

5' - Exprimer LHf en fonction de Lf et de (Lf)'. 

PARTIE III 

Soit hn, n - O, 1 ,  2, ... les fonctions définies sur R par : 

Vn désigne la composee de V avec elle-même n fois ; Vo l'identite. 

1' - Calculer Lhn , n = O. 1 ,  2 ,  ... 

-0 
D, 
Ja 
?D 

\ a 

et qu'il y a par suite équivalence. 

Soit Ph la fonction x c P(x) h (x). 03 P est un polynôme de C [ X ] .  Montrer que 
le nullité de la fonction L(Ph,) entraîne l a  nullité du polynôme P. 

2' - Soit f une fonction de 9; montrer que la nullit€ de la fonction Lf entralne la ,$ nullité de chacune des fonctions Lgn. OÙ gn est la fonction X I- Xnf(x), n = O, 1 ,  2 ,  ... (xo - 1 )  5 3 
cl .> 
' 3  

- 3  
K C  
5 ir, 
4.. 

Soit E le sous-espace Vectoriel de 9: 
E - { f 1 V x E R,  f(X) = P(x) ho(x). P E C [ X I  1 .  

Montrer que l'application L est injective de E dans Co. 

3' - Déterminer les valeurs du réel A pour que l'équation différentielle : 

2 

admette une solution autre que la solution banale dans l'espace Co. 

ty'(t) + y(t) = A y(t) 

En déduire que les seules fonctions propres de l'endomorphisme H ,  qui appartien- 
nent B E, sont les fonctions h 
n - O .  1 ,  2, ... (a un facteur près) associées aux valeurs propres 2n + 1 ,  

4' - Dans cette question, l'application L est supposee injective de y d a n s  CI. Dé- 
montrer qu'il n'y a pas d'autres valeurs propres et fonctions propres que celles obtenues pr€c€- 
dement. 

-I- 
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